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Об обобщении одной теоремы С. Б. Стечкина 
X. ГЮРНПУ (Тарту, СССР) 
В настоящей заметке мы обобщаем одну известную теорему С. Б. Стеч-
кина, которая утверждает, что всякая S^,-система, являющаяся базисной по-
следовательностью Гильберта, есть система безусловной почти всюду сходи-
мости в пространстве I2. 
1. Пусть1) (Г, Г, /¿) — пространство с положительной мерой и пусть 
функции (рк£ТМ(Т, Z, р). Рассмотрим ряд 
(1) 2 М О 
Л=1 
где x={Çk} 1 В случае, когда р —мера Лебега и Т=[а,Ъ], Н и к и ш и н 
в работе [5] (стр. 158) нашел необходимое и достаточное условие для сходи-
мости почти всюду ряда (1), именно: ряд (1) сходится для всех x£lq почти 
всюду на [а,Ъ] тогда и только тогда когда для каждого Е> 0 и / x m i n (q,2) 
существуют измеримое подмножество Т е рс[а ,Ь] с mesТч ,>Ь—а—е и постоян-
ная Мер > 0 такие, что 
" р ! 1 1Р 
= М п , \ \ х \ \ г 
С другой стороны, С т е ч к и н (см. [2] стр. 31) установил при q =2 , что если 
система (р = {(рк\ удовлетворяет для некоторого р>-2 условию 
(3) / 
а 
то ряд (1) сходится безусловно почти всюду па [а, Ь] для всех xQ2. Г а п о ш к и н 
(см. [2] стр. 30) иашел, что условие (3) гарантирует не только безусловную 
сходимость почти всюду на [а, Ъ] ряда (1) для всех л'£/2, но является достаточ-
(2) sup 2£к<рЛ0 




*) Мы воспользуемся обозначениями и определениями из книги [3]. 
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иым условием для того, чтобы при любой перестановке членов мюжорапты 
частичных сумм ряда (I) для л*<Е/2 принадлежат пространству /-,,. Очевидно, 
что в силу вышеуказанной теоремы Никишина, результат Стсчкпиа содер-
жится в утверждении Гапошкипа, 
В настоящей заметке мы докажем следующее 
Т е о р е м а 1. Если система (р удовлетворяет следующему условию: для неко-
торого ТгЧХ с ;ц(7\)<оо ц для каждого с=*0 найдутся с Тсс Ту и р(Тк)>-
>/¿(7',)—с и постоянная Мщщ>-0 такие, что для некоторого | ) > р 1 
(4) / ч»*(0 /с = 1 ß(dt) ^ мчщ 2 Ы1 ,k=l 
p/n 
то найдется 0 такое, что 
(5) 
( ) т а х 2U<Pk{ t) ( HS III /i=i ) 
I" (( т V''« т 1 
I ,.i(dt) ^ мЩ 2\Щ +21Щ 
Учитывая, что в случае с-конечпости меры ц, мы имеем, что Т= и Тк 
7с=1 
с д(Г/с)-<о°, мы из теоремы 1 получаем 
С л е д с т в и е 1. Пусть (Т,Х,ц) — пространство с а-конечной меры. Если 
для каждого с /¿(7\) < и для каждого £ > 0 найдутся Т1е(:Е с Т1гс Тг 
и р ( Т 1 р ) и постоянное Мгт>0 такие, что для некоторого р > 1 
(6) I 2 й<рк(0 k=l 
p/t 
то р-по чти всюду на Т для всех х £ I'1 
На самом деле, учитывая, что при х£1" из неравенства (5) следует, что 
2 М 0 = о,( 1). 
к=1 
snp и 2 МО к=1 
: °° /¿-почти всюду на Тъ и, замечая, что кроме того ¿¿-почти 
всюду на 7\ для всех xv= с 0 при п > v существует предел 
Hm 2 &<Рк(!) = 2 a<Pk(l), " к =1 к=1 
м ы получаем из теоремы Банаха (см. [3], стр. 361), что ряд (1) для всех x f j q 
сходится /¿-почти всюду на 7\. Следовательно, ряд (1) для всех x G q сходится 
/¿-почти всюду и на Т. 
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Кроме íoro, он сходится безусловно ¿i-почти всюду, ибо условие (6) не 
зависит от перестановки членов ряда (1). Итак доказано ещё 
С л е д с т в и е 2. Если (Т,Е,р) —пространство с a-конечной полоэ/ситель-
пой мерой и система ср удовлетворяет условию (6), то ряд (1) для всех x£lq 
безусловно сходится р-почти всюду на Т. 
Очевидно, что утверждение Гапошкина содержится в следствии 1, а ут-
верждение Стечкипа в следствии 2. 
Отметим еше одно следствие, вытекающее из следствия 2 при Лебеговой 
меры ft на отрезке [а, Ь]. 
С л е д с т в и е 3. Пусть р — мера Лебега и Т=[а, Ь]. Если ряд (1) сходится 
по мере на Т для всех хО'1' с 2, то он сходится безусловно почти всюду на 
Т для всех X G"' с р' <q'. 
Доказательство вытекает из теоремы Н и к и ш и н а (см. [5] стр. 158), в силу 
которой из сходимости ряда (1) по мере на [а, Ь] для £ всех x£lq' с q'^2 выте-
кает, что для каждого е > 0 и r<q' найдутся измеримое подмножество ТЕГ с [й, Ъ] 
с mes ТЕ| >Ь — а — г и постоянное Ме1, > 0 такое, что для всех |£,J = 1 
(8) I / 
Пусть p'-<r<q'. Тогда, учитывая, что 
2 141"' ^ 214K, /¿=1 /¿=1 
получаем из неравенства (8), что выполнено условие (6) с р=г и q=p'. Следст-
вие доказано. 
При ортонормальных системах и q=2 следствие 3 известно (см. например, 
[4] стр. 200). 
2. Для доказательства теоремы нам нужно следующее видоизменение 
леммы 1.3.2 из [2]. 
Л е м м а . Пусть {(pk(t)} — последовательность функций и — 
п 
действительные числа с ..., | £ „ | ë l и 2 \£k\q~a- Пусть v — наименьшее 
k — m 
натуральное число,, для которого am/2v^ min \Çk\a. Тогда существуют 
msksn 
такие номера m = / 0 < / 1 < . . . < / a v = n , что при каждом s = l , 2 , ..., у полином и 
P(t) = 2 £k(Pk(0 можно представить в виде суммы 
к=т 
m = 2 рр( о. í=i 
0 к = 1 
dt\ h m • 
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- tinit) ii = \,...,2"), 
6c = 0, & = & «/«' /с * h> \Ш S 141 при к = Ij U = о, î , . . . , 20 ; 
/ ' - i)-l4'/i2v-.vCv, 0 = { , „ , . „ 
Доказательство проведем в основном так, как в монографии [1] стр. 
705—706, где ото доказана при q =2. Пусть 5=1. Найдем число т<1<п так, 
чтобы 
(9) 
к—м ^ к=т 
Если в неравенстве (9) стоит знак равенства, то утверждение доказано. Пусть 
^ к=т 
тогда 0 -<<5 < Определим равенствами 
1° ¡Ül = ö11" и 2° sgn£í = sgn í , . 
Тогда имеет место следующее неравенство 
(Ю) s iU -ôy>*. 
На самом деле, так как функция 
m = 
возрастает при g S l , причем при q=I неравенство (10) имеет место, то нера-
венство (10) справедливо для всех 1. Следовательно, 
2 № + \tí\q= 2 2 141е = 4-к=т к=т ^ к—m 
Пусть Ç" =Çi—ÇÎ- Тогда в силу неравенства (10) 
2 ISd'+lffM 2 Ыв+\Ц'-з = а ~ = ± k=l+1 к=1+1 £ £ 
Кроме того, из неравенства следует, что < |£ г | и, следовательно, 
учитывая 2°, получаем, что < |£г|. Итак, условия леммы при s = 1 выполнены. 
Доказательство леммы заканчиваем дословно так, как это делается в моно-
рафии [1]. 
Доказательство теоремы 1. Не ограничивая общности, положим —1 
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(/с= 1,2, .,,, п). В силу леммы мы имеем 
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(И) шах п^т 2 £к
(Рк(0 к — 1 s=1 
где t]s, i\ и q зависят от t, r\s принимает значения 0 или 1, is — 1, . . . , 2V a q •— 
значения 1, .,., т . Так как в силу неравенства (4) имеем, что 
/\(pk(t)\p4(dt) ё М,м 
то, следовательно, в силу неравенства q<p 
„ m m 




s = 1 2 № ( 0 1 S 2 2 - " 2 ^ 2 И ° ( 0 1 
I IP 
1 1 
где [ 3 С л е д о в а т е л ь н о , при помощи неравенства Гельдера полу-
1 1 , 
чаем, что при —(-—• 
Р Р 
т а х п^т 2 МО fc = l 
р1Р' 
2Р~ 1 22-М 2 ^ 2 \Р?Щ>+2>->- 2 \М0\" S = 1 1 = 1 к = 1 
2v~xm 2 yps 2 WHW+v-1 2 \М0\Р-
s=l 1=1 k=l 
Применяя неравенства (4), получаем, что 
H(di) 
» / т а х 2 %к<рк(0 V 
гв 
нёт к = 1 
v 2S m 
S 2P-1M 2 lpps ,2 f |P®(0l W0 + 2 2 â 
s ~ 1 г = 1 21" 
V 2S 
/¿=1 
5 = 1 i = l 4 = 1 
v 2S f m m 
g 2"~1ММьт 2 2ppi 2 2 Ы1 2-Ы& + 2>-*Mm 2 
5 = 1 i = 1 U = 1 fc=l 
2*-1MMm2Wp+1-'to 2 M ,/c=l 
p/a 
+ 2 p - 1 M . J 4 2 I Î t l < 
Так как + 1 то сходится ряд 
вследствие чего получаем неравенство (5). 
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